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Capitolo 1

Trave rettilinea - Arco a sesto
ribassato

1.1 Descrizione del problema
La modellazione in esame riguarda il "Ponte Bisantis" detto anche "Viadotto sulla
Fiumarella" a Catanzaro il quale è un ponte ad arco ( a via superiore di tipo Maillart
)stradale e pedonale, composto da un’unica carreggiata e da 3 corsie, costruito su una
sola arcata in calcestruzzo armato. Fu progettata dell’ing.Riccardo Morandi e inaugu-
rata nel 1962.
La struttura in esame è una composizione di due diversi elementi costruttivi costituiti
da una trave rettilinea appoggiata alle estremità e un arco a sesto ribassato incastrato
alle due estremità con un angolo di imposta pari a 30°. I due elementi sono collegati
tra loro da ritti in calcestruzzo armato, le stilate disposte con asse inclinato di 15°.
La trave rettilinea è soggetta al peso proprio ed a un carico accidentale mentre sull’ar-
co grava solo il peso proprio. Lo scopo di questa tesina è di ricavare il campo degli
spostamenti, lo stato deformativo e tensionale della struttura assegnata, attraverso la
soluzione del problema elastico in modo analitico. Quindi bisogna scrivere l’equazione
di campo dell’asta, della trave rettilinea e quella dell’arco essendo l’elemento sottostan-
te a raggio costante. Nella figura 1.1 si riportano le immagini del ponte Bisantis.

1.2 Caratteristiche geometriche e meccaniche consi-
derate

In figura 1.2 sono riportate le dimensioni della struttura. In particolare è indicata la
lunghezza totale dell’impalcato realizzato in calcestruzzo armato pari a 462 metri. La
luce dell’arco è pari a 231 metri anch’ esso realizzato in calcestruzzo armato e il raggio
di 133 metri rispetto al centro C. Nella modellazione sono state considerate diverse
modifiche rispetto alla realtà. In particolare i ritti vengono considerati come molle di

1



Modellazione Ponte Bisantis TdS Alessandro Geniola

Figura 1.1: Ponte Bisantis progettato dall’Ing.Riccardo Morandi
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rigidezza inversamente proporzionale alle loro lunghezza secondo la relazione 1.1.

Kassiale =
EA

l
(1.1)

Esse sono inclinate (in progressione) di 15° tra loro partendo dall’angolo di imposta
dell’arco pari a 30°. Ci sono tre ritti da un lato dell’arco, un ritto centrale e altri tre
nell’altra estremità in maniera speculare, quindi la struttura risulta essere simmetrica
nella geometria. Per quanto riguarda le sezioni degli elementi, per l’arco vengono
considerate due sezioni scatolari rettangolari di dimensioni cadauna 6 x 3 m dove 6
metri sono la base del rettangolo dell’arco e 3 metro la sua altezza, distanti due metri
tra loro. Per l’impalcato si considera un sistema costituito da una soletta con larghezza
pari a quella della carreggiata e cioè 12,5 metri con spessore 1 metro e una serie di
sezioni rettangolari di larghezza pari a 1 metro e altezza pari a 3 metri . Nel seguito
sono riportate le caratteristiche geometriche delle sezioni di tutte le parti costituenti il
ponte. Per entrambi gli elementi si considera un calcestruzzo di classe di resistenza C
50/60.

√
SEZIONE ARCO:

– Aa=32m2

– Ia=26.6m4

√
SEZIONE
IMPALCATO:

– At=30m2

– It=43.3m4

Si riporta una tabella 1.1 riassuntiva contenente le caratteristiche meccaniche del
calcestruzzo,quelle inerziali delle sezioni e geometriche degli elementi:

1.3 Analisi dei carichi
L’analisi viene condotta considerando:

• il peso proprio impalcato pari a 460 kN/m più carico variabile spalmato sui 462m
di impalcato pari a 80 kN/m per un totale di 540 kN/m denominato come ptt;

• peso proprio arco pari a 400 kN/m2 denominato come ppa.

Come detto in precedenza il peso specifico del calcestruzzo è stato considerato pari
a 25kN/m3. Si ottiene una distribuzione dei carichi come in figura1.3
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Caratteristica Simbolo Valore

Raggio arco R 133m

Lunghezza impalcato l 462m

Luce arco Larco 231m

Angolo di imposta ϑ0 30◦

Peso Specifico del cls γcls 25kN/m3

Modulo Elastico per cls E 37 · 106kN/m2

Modulo di Poisson ν 0.3

Area arco Aa 32m2

Area trave At 30m2

Momento d’inerzia arco Ia 26.6m4

Momento d’inerzia trave It 43.3m4

Rigidezza assiale arco EAa 118 · 107kN

Rigidezza assiale trave EAt 111 · 107kN

Rigidezza flessionale arco EIa 98 · 107kNm2

Rigidezza flessionale trave EIt 160 · 107kNm2

Tabella 1.1: Caratteristiche meccaniche del calcestruzzo,quelle inerziali delle sezioni e
geometriche degli elementi.
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Figura 1.2: Caratteritiche geometriche ponte

1.4 Modellazione dei ritti
I ritti in figura1.4, per semplicità a sezione rettangolare 0.9m x 0.4m con area pari
a 0.36m2, sono stati studiati come molle e la rigidezza di ognuno è stata valutata
calcolando il modulo di rigidezza assiale diviso la rispettiva lunghezza:

In quest’ottica le molle (a parità di area) che hanno un estensione maggiore sono
meno rigide mentre quelle con estensione minore hanno una rigidezza maggiore.
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Figura 1.3: Carichi agenti sull’arco e sull’impalcato

Figura 1.4: Ritto semplificato

KBM = KHS =
EAritto

lBM

=
37 · 106 · 0.36

57.22
= 0.2327 · 106kN

m
(1.2a)

KCN = KGR =
EAritto

lCN

=
37 · 106 · 0.36

22.8
= 0.58421 · 106kN

m
(1.2b)

KDO = KFQ =
EAritto

lDO

=
37 · 106 · 0.36

6.76
= 1.9704 · 106kN

m
(1.2c)

KEP =
EAritto

lEP

=
37 · 106 · 0.36

1.98
= 6.7272 · 106kN

m
(1.2d)

Quindi le molle che collegano i punti BM e quindi anche HS risultano meno ri-
gidi assialmente rispetto alla molla centrale che collega i punti EP. Questo è visibile
osservando le formule 2.15
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Capitolo 2

Risoluzione del problema

2.1 Equazione della trave curva
Si definiscono di seguito le equazioni alla base del modello matematico di trave curva
utilizzato per risolvere il problema strutturale.

u[s] = −EI

(
R2u[s]V I + 2u[s]IV +

u[s]II

R2

)
= Pt +RPn

I (2.1a)

ϑ =
s

R
(2.1b)

Pt = P cos
[ s
R

]
(2.1c)

Pn = Psen
[ s
R

]
(2.1d)

Pt +RPn
I = P cos

[ s
R

]
+RP cos

[ s
R

] 1

R
= 2P cos

[ s
R

]
(2.1e)

dove la P in 2.1c rappresenta il peso proprio dell’arco, ossia una distribuzione costante
che segue la curvatura dell’elemento, mentre la Pn e la Pt sono la componente normale
e tangenziale del carico P necessarie a contribuire alle azioni di taglio e sforzo normale.
L’angolo viene espresso in 2.1b come il rapporto tra l’ascissa curvilinea s e il raggio
dell’arco R. Si osservi che per la trave curva, essa è governata da un equazione del sesto
ordine nell’incognita spostamento tangenziale “u(s)” e quindi si devono individuare 6
costanti di integrazione (per ogni sottodominio in cui si va a dividere l’intero dominio).
Gli altri spostamenti e le tensioni saranno espresse in funzione dello spostamento “u”,
soluzione del problema elastico dell’arco. Nel modello di trave curva si individuano
delle condizioni di vincolo interno quali l’inestensibilità (ε = 0) e l’indeformabilità a
taglio (γ = 0) per permettono di ottenere le seguenti relazioni per v, ϕ,M,N e T :
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v[s] = −Ru′[s] (2.2a)

φ [s] = −Ru′′ [s]− u [s]

R
(2.2b)

M [s] = −EI
(
Ru′′′ [s] +

u′ [s]

R

)
(2.2c)

T [s] = EI

(
Ru′′′′ [s] +

u′′ [s]

R

)
(2.2d)

N [s] = −EIR
(
Ru′′′′′ [s] +

u′′′ [s]

R

)
+RPsen

[ s
R

]
(2.2e)

La presenza delle bielle induce a suddividere in otto domini sia la trave rettilinea
che l’arco e per ognuno di esso si individua la soluzione dell’equazione del campo.
Per quanto detto, per l’arco necessitano di 48 condizioni al contorno, essendo l’ordine
matematico della trave curva di sesto ordine moltiplicato per otto sottodomini risultano
da imporre 48 condizioni al contorno miste, cinematiche e statiche solo per l’arco, poi le
restanti 48 saranno imposte sull’impalcato dove l’inclinazione delle molle fa si che nasca
anche il problema dell’asta oltre quello della trave per cui per ogni sottodominio avremo
6 condizioni al contorno e quindi per un totale di 8 sottodomini avremo anche qui 48
condizioni al contorno. In definitiva il problema ha necessità di imporre 96 condizioni
al contorno per determinare tutte le grandezze statiche e cinematiche dell’elemento
superiore ed inferiore. Molto importante è che tutte le grandezze statiche e cinematiche
dipendono dall’unico parametro "s", ascissa curvilinea che spazza il dominio.

2.2 Equazione della trave rettilinea ed asta
In questo problema è necessario scrivere anche l’equazione di campo (o linea elasti-
ca)della trave rettilinea e dell’asta. La soluzione dei rispettivi problemi elastici permet-
te di determinare rispettivamente lo spostamento trasversale "v" funzione dell’ascissa
cartesiana "x" che corre lungo l’asse della trave e lo spostamento tangente all’asse
dell’asta "u" anch’esso funzione dell’ascissa "x". In questo modello la condizione di
vincolo interno è data solo da γ = 0, cioè la trave è indeformabile a taglio e quindi vale
l’ipotesi di Eulero-Bernoulli.Di seguito si riporta l’equazione della trave inflessa e delle
restanti grandezze:

v [x] = c [1] + c [2]x+ c [3]x2 + c [4]x3 − Px4

24EI
(2.3a)

φ [x] = v′ [x] (2.3b)
T [x] = −EIv′′′ [x] (2.3c)
M [x] = EIv′′ [x] (2.3d)

Per quanto riguarda il problema assiale la soluzione è la componente di spostamento
tangente "u" che è l’equazione della trave tesa riportata nella seguente espressione
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insieme alle grandezze derivate:

u[x] = c[1] + c[2]x (2.4a)
N [x] = EAu′ [x] (2.4b)
ε [x] = u′ [x] (2.4c)

Quindi nota dall’equazione 2.4 la "u" è possibile determinare la deformazione assiale e
conseguentemente lo sforzo normale.

2.3 Soluzione del problema elastico degli elementi
La trave sovrastante e l’arco sottostante sono collegate da molle che quindi rappresen-
tano delle discontinuità nel dominio dei due oggetti. Questo fa si, come espressamente
indicato prima, che il dominio della trave venga diviso in 8 parti come pure quella del-
l’arco. Quindi otteniamo 16 sottodomini su cui devono essere imposte delle condizioni
al contorno. Facendo un rapido conto viene in luce che bisogna imporne:

? 48 condizioni al contorno (cinematiche e statiche ) sull’arco essendo presenti 8
sottodomini e su ciascuno l’equazione di campo è di 6° ordine;

? 48 condizioni al contorno (cinematiche e statiche ) sulla trave essendo presenti
8 sottodomini e su ciascuno l’equazione di campo è di 6° ordine poichè le bielle
fanno si che il problema di asta (di 2° ordine) e di trave (di 4° ordine) si accoppiano

Nel seguito si vedrà le condizioni al contorno impostate, però prima è necessario vedere
i sottodomini individuati, attraverso un immagine 2.1:

Figura 2.1: Divisione in sottodomini

Si riportano nel seguito dal File Mathematica, le componenti di spostamento u(s),
u(x) e v(x), rispettivamente soluzione del problema elastico dell’arco, dell’asta e della

9
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trave.

Arco :

u9 [s_] = C [5] + sC [6] +
1

8Eia
R2(−(Ppa

(
−25R2 + 2s2

)
+ 8Eia(C [1] + sC [2] + 2RC [4])) cos

[ s
R

]
+ 4 (3PpaRs+ 4EiaRC [2]− 2EiaC [3]− 2EiasC [4]) sin

[ s
R

]
)

(2.5)

u10 [s_] = C [11] + sC [12] +
1

8Eia
R2(−

(
Ppa

(
−25R2 + 2s2

)
+ 8Eia (C [7] + sC [8] + 2RC [10])

)
cos
[ s
R

]
+ 4 (3PpaRs+ 4EiaRC [8]− 2EiaC [9]− 2EiasC [10]) sin

[ s
R

]
)

(2.6)

u11 [s_] = C [17] + sC [18] +
1

8Eia
R2(−

(
Ppa

(
−25R2 + 2s2

)
+ 8Eia (C [13] + sC [14] + 2RC [16])

)
cos
[ s
R

]
+ 4 (3PpaRs+ 4EiaRC [14]− 2EiaC [15]− 2EiasC [16]) sin

[ s
R

]
)

(2.7)

u12 [s_] = C [23] + sC [24] +
1

8Eia
R2(−

(
Ppa

(
−25R2 + 2s2

)
+ 8Eia (C [19] + sC [20] + 2RC [22])

)
cos
[ s
R

]
+ 4 (3PpaRs+ 4EiaRC [20]− 2EiaC [21]− 2EiasC [22]) sin

[ s
R

]
)

(2.8)

u13 [s_] = C [29] + sC [30] +
1

8Eia
R2(−

(
Ppa

(
−25R2 + 2s2

)
+ 8Eia (C [25] + sC [26] + 2RC [28])

)
cos
[ s
R

]
+ 4 (3PpaRs+ 4EiaRC [26]− 2EiaC [27]− 2EiasC [28]) sin

[ s
R

]
)

(2.9)

u14 [s_] = C [35] + sC [36] +
1

8Eia
R2(−

(
Ppa

(
−25R2 + 2s2

)
+ 8Eia (C [31] + sC [32] + 2RC [34])

)
cos
[ s
R

]
+ 4 (3PpaRs+ 4EiaRC [32]− 2EiaC [33]− 2EiasC [34]) sin

[ s
R

]
)

(2.10)

u15 [s_] = C [41] + sC [42] +
1

8Eia
R2(−

(
Ppa

(
−25R2 + 2s2

)
+ 8Eia (C [37] + sC [38] + 2RC [40])

)
cos
[ s
R

]
+ 4 (3PpaRs+ 4EiaRC [38]− 2EiaC [39]− 2EiasC [40]) sin

[ s
R

]
)

(2.11)

u16 [s_] = C [47] + sC [48] +
1

8Eia
R2(−

(
Ppa

(
−25R2 + 2s2

)
+ 8Eia (C [43] + sC [44] + 2RC [46])

)
cos
[ s
R

]
+ 4 (3PpaRs+ 4EiaRC [44]− 2EiaC [45]− 2EiasC [46]) sin

[ s
R

]
)

(2.12)
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Come si può notare dalla scrittura delle u(s) per i sottodomini, dobbiamo determinare
48 condizioni al contorno come più volte detto. Ora si passa alle espressioni derivanti
dal File Mathematica della componente di spostamento u(x) nel problema dell’asta e
la componente di spostamento v(x) nel problema di trave :

Asta :

u1 [x_] = C [49] + xC [50] (2.13a)
u2 [x_] = C [51] + xC [52] (2.13b)
u3 [x_] = C [53] + xC [54] (2.13c)
u4 [x_] = C [55] + xC [56] (2.13d)
u5 [x_] = C [57] + xC [58] (2.13e)
u6 [x_] = C [59] + xC [60] (2.13f)
u7 [x_] = C [61] + xC [62] ; (2.13g)
u8 [x_] = C [63] + xC [64] ; (2.13h)

Trave :

v1 [x_] = C [65] + C [66]x+ C [67]x2 + C [68]x3 +
ptt ∗ x4

24Eit
(2.14a)

v2 [x_] = C [69] + C [70]x+ C [71]x2 + C [72]x3 +
ptt ∗ x4

24Eit
(2.14b)

v3 [x_] = C [73] + C [74]x+ C [75]x2 + C [76]x3 +
ptt ∗ x4

24Eit
(2.14c)

v4 [x_] = C [77] + C [78]x+ C [79]x2 + C [80]x3 +
ptt ∗ x4

24Eit
(2.14d)

v5 [x_] = C [81] + C [82]x+ C [83]x2 + C [84]x3 +
ptt ∗ x4

24Eit
(2.14e)

v6 [x_] = C [85] + C [86]x+ C [87]x2 + C [88]x3 +
ptt ∗ x4

24Eit
(2.14f)

v7 [x_] = C [89] + C [90]x+ C [91]x2 + C [92]x3 +
ptt ∗ x4

24Eit
(2.14g)

v8 [x_] = C [93] + C [94]x+ C [95]x2 + C [96]x3 +
ptt ∗ x4

24Eit
(2.14h)

Anche qui, tra asta e trave bisogna imporre 48 condizioni al contorno. Nelle espressioni
2.3, 2.14 scritte, i termini ”Eia”, ”Ppa”, ”Eit”, ”ptt” rappresentano rispettivamente
la rigidezza flessionale dell’arco, il peso proprio dell’arco, la rigidezza flessionale della
trave e il peso totale sulla trave somma del peso proprio più quello variabile.

2.4 Forze elastiche nelle molle
Si riporta dapprima con una figura 2.2 le lunghezze progressive dei tratti dove sono
state ricavate le forze elastiche:
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Figura 2.2: Lunghezze progressive e sottodomini

Ipotizzando che le bielle subiscono un allungamento, è possibile individuare gli sposta-
menti a cui sono soggetti le molle e quindi successivamente le forze elastiche moltipli-
cando per la rigidezza assiale dedotte come scritto nelle equazioni 2.15 che si riportano
qui nel seguito per chiarezza:

KBM = KHS =
EAritto

lBM

=
37 · 106 · 0.36

57.22
= 0.2327 · 106kN

m
(2.15a)

KCN = KGR =
EAritto

lCN

=
37 · 106 · 0.36

22.8
= 0.58421 · 106kN

m
(2.15b)

KDO = KFQ =
EAritto

lDO

=
37 · 106 · 0.36

6.76
= 1.9704 · 106kN

m
(2.15c)

KEP =
EAritto

lEP

=
37 · 106 · 0.36

1.98
= 6.7272 · 106kN

m
(2.15d)

Forza elastica nella molla che collega i punti BM :

feb = KBM (v1 [Lb] sin [θ1]− u1 [Lb] cos [θ1]− v9 [θ1R]) (2.16)

Forza elastica nella molla che collega i punti CN :

fec = KCN (v2 [Lc] sin [θ2]− u2 [Lc] cos [θ2]− v10 [θ2R]) (2.17)

Forza elastica nella molla che collega i punti DO :

fed = KDO (v3 [Ld] sin [θ3]− u3 [Ld] cos [θ3]− v11 [θ3R]) (2.18)

12
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Figura 2.3: Forza elastica tratto BM

Figura 2.4: Forza elastica tratto CN

Forza elastica nella molla che collega i punti EP :

fee = Kep (v4 [Le]− v12 [θ4R]) (2.19)

Essendo la struttura simmetrica analogamente si ottengono le forze elastiche re-
stanti cioè:

13
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Figura 2.5: Forza elastica tratto DO

Figura 2.6: Forza elastica tratto EP

Forza elastica nella molla che collega i punti FQ :

fef = Kdo (v5 [Lf ] sin [π − θ5] + u5 [Lf ] cos [π − θ5]− v13 [θ5R]) (2.20)

Forza elastica nella molla che collega i punti GR :

feg = Kcn (v6 [Lg] sin [π − θ6] + u6 [Lg] cos [π − θ6]− v14 [θ6R]) (2.21)

Forza elastica nella molla che collega i punti HS :

feh = Kbm (v7 [Lh] sin [π − θ7] + u7 [Lh] cos [π − θ7]− v15 [θ7R]) (2.22)
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E’ fondamentale notare che le forze elastiche entreranno nel contributo di taglio e
sforzo normale dei vari tratti in quanto i ritti sono inclinati rispetto all’orizzontale. Da
verificare se effettivamente sull’arco ci saranno dei salti sul taglio in corrispondenza dei
puntoni. A questo punto, quindi, possono essere scritte le condizioni al contorno che
saranno cinematiche e statiche a seconda del punto in cui ci si trova.

2.5 Scrittura delle condizioni al contorno
Si assume convenzionalmente l’origine dell’ascissa curvilinea a sinistra in corrispon-
denza della retta passante per il centro di rotazione C dell’arco (che ovviamente non
passa per la sezione di imposta essendo l’arco a sesto ribassato). Il problema ammet-
te soluzione se si scrivono 96 condizioni al contorno ben poste. Si assumono, inoltre
convenzioni sulle caratteristiche delle sollecitazioni e sulle grandezze cinematiche quali
spostamenti e rotazioni, osservando la figura seguente 2.7:

Figura 2.7: Convenzioni positive per le caratteristiche della sollecitazione e per le
grandezze cinematiche

√
Condizioni al contorno in A :

– cc [1] = u1 [La] = 0

– cc [2] = v1 [La] = 0

– cc [3] =M1 [La] = 0

Essendoci una cerniera esterna è possibile scrivere 3 condizioni al contorno,di cui due
di tipo cinematiche sugli spostamenti rispettivamente orizzontale u e verticale v e una
di tipo meccanica sul momento flettente in quanto la cerniera non esplicita reazione
nei confronti delle rotazioni.

√
Condizioni al contorno in B :

– cc [4] = u1 [Lb]− u2 [Lb] = 0

– cc [5] = v1 [Lb]− v2 [Lb] = 0

– cc [6] = ϕ1 [Lb]− ϕ2 [Lb] = 0

– cc [7] = −N1 [Lb] +N2 [Lb] + feb cos [θ1] = 0

– cc [8] = −T1 [Lb] + T2 [Lb]− feb sin [θ1] = 0

– cc [9] =M1 [Lb]−M2 [Lb] = 0

15



Modellazione Ponte Bisantis TdS Alessandro Geniola

In B è possibile scrivere condizioni di continuità sugli spostamenti u, v , sulla rotazio-
ne ϕ in quanto non ci sono cedimenti angolari o traslazionali e sul momento flettente,
mentre abbiamo salti sullo sforzo normale e sul taglio in quanto, come accennato in
precedenza i ritti sono inclinati e quindi la forza elastica darà contributo sullo sforzo
normale e sul taglio.

√
Condizioni al contorno in C :

– cc [10] = u2 [Lc]− u3 [Lc] = 0

– cc [11] = v2 [Lc]− v3 [Lc] = 0

– cc [12] = ϕ2 [Lc]− ϕ3 [Lc] = 0

– cc [13] = −N2 [Lc]+N3 [Lc]+fec cos [θ2] = 0

– cc [14] = −T2 [Lc] + T3 [Lc]− fec sin [θ2] = 0

– cc [15] =M2 [Lc]−M3 [Lc] = 0

In C è possibile scrivere condizioni di continuità sugli spostamenti u, v , sulla rotazio-
ne ϕ in quanto non ci sono cedimenti angolari o traslazionali e sul momento flettente,
mentre abbiamo salti sullo sforzo normale e sul taglio in quanto, come accennato in
precedenza i ritti sono inclinati e quindi la forza elastica darà contributo sullo sforzo
normale e sul taglio. Quindi vale quanto detto per il punto B.

√
Condizioni al contorno in D :

– cc[16] =u3 [Ld]−u4 [Ld] = 0

– cc[17] =v3 [Ld]−v4 [Ld] = 0

– cc [18] = ϕ3 [Ld]− ϕ4 [Ld] = 0

– cc [19] = −N3 [Ld]+N4 [Ld]+fed cos [θ3] = 0

– cc [20] = −T3 [Ld]+T4 [Ld]−fed sin [θ3] = 0

– cc [21] =M3 [Ld]−M4 [Ld] = 0

In D è possibile scrivere condizioni di continuità come pure equilibri per lo sforzo
normale e il taglio.

√
Condizioni al contorno in E :

– cc[22] =u4[Le]−u5[Le] = 0

– cc[23] =v4[Le]−v5[Le] = 0

– cc [24] = ϕ4 [Le]− ϕ5 [Le] = 0

– cc[25] = −N4[Le]+N5[Le] = 0

– cc[26] = −T4[Le]+T5[Le]−fee= 0

– cc[27] = −M4[Le]+M5[Le] = 0

In E è possibile scrivere condizioni di continuità sullo spostamento tangente, su quel-
lo normale,sulle rotazioni e sul momento. Il salto sarà sulla grandezza Taglio per la
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presenza della biella.

√
Condizioni al contorno in F :

– cc [28] = u5 [Lf ]− u6 [Lf ] = 0

– cc [29] = v5 [Lf ]− v6 [Lf ] = 0

– cc [30] = ϕ5 [Lf ]− ϕ6 [Lf ] = 0

– cc [31] = −N5 [Lf ]+N6 [Lf ]−fef cos [π − θ5] = 0

– cc [32] = −T5 [Lf ] + T6 [Lf ]− fef sin [π − θ5] = 0

– cc [33] = −M5 [Lf ] +M6 [Lf ] = 0

Essendo la struttura simmetrica nei carichi e nella geometria, in F è possibile scri-
vere le stesse condizioni di quelle scritte in D. Ovviamente cambia l’angolo rispetto al
quale si trovano le grandezze.

√
Condizioni al contorno in G :

– cc [34] = u6 [Lg]− u7 [Lg] = 0

– cc [35] = v6 [Lg]− v7 [Lg] = 0

– cc [36] = ϕ6 [Lg]− ϕ7 [Lg] = 0

– cc [37] = −N6 [Lg]+N7 [Lg]−feg cos [π − θ6] = 0

– cc [38] = −T6 [Lg] + T7 [Lg]− feg sin [π − θ6] = 0

– cc [39] = −M6 [Lg] +M7 [Lg] = 0

Essendo la struttura simmetrica nei carichi e nella geometria, in G è possibile scri-
vere le stesse condizioni di quelle scritte in C. Ovviamente cambia l’angolo rispetto al
quale si trovano le grandezze.

√
Condizioni al contorno in H :

– cc[40] =u7[Lh]−u8[Lh] = 0

– cc[41] =v7[Lh]−v8[Lh] = 0

– cc [42] = ϕ7 [Lh]− ϕ8 [Lh] = 0

– cc[43] = −N7[Lh]+N8[Lh]−fehcos[π − θ7] = 0

– cc [44] = −T7 [Lh] + T8 [Lh]− feh sin [π − θ7] = 0

– cc [45] = −M7 [Lh] +M8 [Lh] = 0

Essendo la struttura simmetrica nei carichi e nella geometria, in H è possibile scri-
vere le stesse condizioni di quelle scritte in B. Ovviamente cambia l’angolo rispetto al
quale si trovano le grandezze.
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√
Condizioni al contorno in I :

– cc [46] = N8 [Li] = 0

– cc [47] = v8 [Li] = 0

– cc [48] =M8 [Li] = 0

La trave rettilinea è stata modellata come trave appoggiata e quindi in I è presente un
carrello. Per questo le condizione poste sono sullo sforzo normale, sullo spostamento
normale e sul momento flettente.
Si passa a questo punto a scrivere le condizioni al contorno sull’arco:

√
Condizioni al contorno in L :

– cc [49] = u9 [θ0R] = 0

– cc [50] = v9 [θ0R] = 0

– cc [51] = ϕ9 [θ0R] = 0

L’arco , come detto all’inizio, è stata modellata come incastrato alle due estremità;
questo fa si da imporre tre condizioni al contorno di tipo cinematico.

√
Condizioni al contorno in M :

– cc [52] = u9 [θ1R]− u10 [θ1R] = 0

– cc [53] = v9 [θ1R]− v10 [θ1R] = 0

– cc [54] = ϕ9 [θ1R]− ϕ10 [θ1R] = 0

– cc [55] = −N9 [θ1R] +N10 [θ1R] = 0

– cc [56] = −T9 [θ1R] + T10 [θ1R] + feb = 0

– cc [57] = −M9 [θ1R] +M10 [θ1R] = 0

In queste condizioni al contorno abbiamo solo un salto sul taglio dovuto alla presenza
della biella.

√
Condizioni al contorno in N :

– cc [58] = u10 [θ2R]− u11 [θ2R] = 0

– cc [59] = v10 [θ2R]− v11 [θ2R] = 0

– cc [60] = ϕ10 [θ2R]− ϕ11 [θ2R] = 0

– cc [61] = −N10 [θ2R] +N11 [θ2R] = 0

– cc [62] = −T10 [θ2R] + T11 [θ2R] + fec = 0

– cc [63] = −M10 [θ2R] +M11 [θ2R] = 0

Come in M la presenza della biella genera un salto nel diagramma del Taglio.
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√
Condizioni al contorno in O :

– cc [64] = u11 [θ3R]− u12 [θ3R] = 0

– cc [65] = v11 [θ3R]− v12 [θ3R] = 0

– cc [66] = ϕ11 [θ3R]− ϕ12 [θ3R] = 0

– cc [67] = −N11 [θ3R] +N12 [θ3R] = 0

– cc [68] = −T11 [θ3R] + T12 [θ3R] + fed = 0

– cc [69] = −M11 [θ3R] +M12 [θ3R] = 0

La presenza della biella genera un salto nel diagramma del Taglio.

√
Condizioni al contorno in P :

– cc [70] = u12 [θ4R]− u13 [θ4R] = 0

– cc [71] = v12 [θ4R]− v13 [θ4R] = 0

– cc [72] = ϕ12 [θ4R]− ϕ13 [θ4R] = 0

– cc [73] = −N12 [θ4R] +N13 [θ4R] = 0

– cc [74] = −T12 [θ4R] + T13 [θ4R] + fee = 0

– cc [75] = −M12 [θ4R] +M13 [θ4R] = 0

Sono le condizioni in corrispondenza della sezione di chiave dell’arco.

√
Condizioni al contorno in Q :

– cc [76] = u13 [θ5R]− u14 [θ5R] = 0

– cc [77] = v13 [θ5R]− v14 [θ5R] = 0

– cc [78] = ϕ13 [θ5R]− ϕ14 [θ5R] = 0

– cc [79] = −N13 [θ5R] +N14 [θ5R] = 0

– cc [80] = −T13 [θ5R] + T14 [θ5R] + fef = 0

– cc [81] = −M13 [θ5R] +M14 [θ5R] = 0

Sono condizioni analoghe a quelle scritte in O, cambia ovviamente l’angolo.
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√
Condizioni al contorno in R :

– cc [82] = u14 [θ6R]− u15 [θ6R] = 0

– cc [83] = v14 [θ6R]− v15 [θ6R] = 0

– cc [84] = ϕ14 [θ6R]− ϕ15 [θ6R] = 0

– cc [85] = −N14 [θ6R] +N15 [θ6R] = 0

– cc [86] = −T14 [θ6R] + T15 [θ6R] + feg = 0

– cc [87] = −M14 [θ6R] +M15 [θ6R] = 0

Sono condizioni analoghe a quelle scritte in O, cambia ovviamente l’angolo.

√
Condizioni al contorno in S :

– cc [88] = u15 [θ7R]− u16 [θ7R] = 0

– cc [89] = v15 [θ7R]− v16 [θ7R] = 0

– cc [90] = ϕ15 [θ7R]− ϕ16 [θ7R] = 0

– cc [91] = −N15 [θ7R] +N16 [θ7R] = 0

– cc [92] = −T15 [θ7R] + T16 [θ7R] + feh = 0

– cc [93] = −M15 [θ7R] +M16 [θ7R] = 0

Anche qui le condizioni da scrivere sono di tipo meccanico e cinematiche.

√
Condizioni al contorno in T :

– cc [94] = u16 [θ8R] = 0

– cc [95] = v16 [θ8R] = 0

– cc [96] = ϕ16 [θ8R] = 0

Nel punto T essendoci un incastro si scrivono tre condizioni al contorno cinematiche
rappresentate dalle grandezze impedite.
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Capitolo 3

Analisi dei risultati

3.1 Calcolo delle costanti di integrazione
Risolvendo ora il sistema delle 96 condizioni al contorno e delle 96 costanti d’integra-
zione presenti nelle equazioni del campo si ricavano i valori delle costanti stesse:

C [1]→ −0.00420205322
C [2]→ 0.000095358224
C [3]→ −0.0156630137
C [4]→ 0.0000336826393
C [5]→ 495.613111
C [6]→ −3.78824472
C [7]→ −0.00210149991
C [8]→ 0.0000752989166
C [9]→ −0.0177635671
C [10]→ 0.0000537419474
C [11]→ 630.089048
C [12]→ −3.78824472
C [13]→ 9.1173787× 10−7

C [14]→ 0.0000602411259
C [15]→ −0.018977395
C [16]→ 0.000062435567
C [17]→ 712.511259
C [18]→ −3.78824472
C [19]→ 0.00179044583
C [20]→ 0.0000499875944
C [21]→ −0.0194568992
C [22]→ 0.0000651829924
C [23]→ 762.831571
C [24]→ −3.78824472
C [25]→ 0.00448967384
C [26]→ 0.0000370994078
C [27]→ −0.0194568992
C [28]→ 0.0000651829924
C [29]→ 823.92654
C [30]→ −3.78824472
C [31]→ 0.00699403273 22
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C [32]→ 0.0000268499234
C [33]→ −0.0187858583
C [34]→ 0.0000624366514
C [35]→ 874.22699
C [36]→ −3.78824472
C [37]→ 0.0112103733
C [38]→ 0.0000117508883
C [39]→ −0.0163515529
C [40]→ 0.0000537192194
C [41]→ 956.87496
C [42]→ −3.78824472
C [43]→ 0.0174903145
C [44]→ −0.000008239285
C [45]→ −0.0100716117
C [46]→ 0.000033729046
C [47]→ 1090.88742
C [48]→ −3.78824472
C [49]→ 0
C [50]→ −8.043827× 10−8

C [51]→ −0.003256856
C [52]→ 0.000034689029
C [53]→ −0.00554296497
C [54]→ 0.0000497579696
C [55]→ −0.00646778502
C [56]→ 0.0000545201737
C [57]→ −0.00646778502
C [58]→ 0.0000545201737
C [59]→ −0.00519297011
C [60]→ 0.0000497598492
C [61]→ −0.000504421359
C [62]→ 0.0000346496337
C [63]→ 0.0122580782
C [64]→ −1.93805239× 10−19

C [65]→ −6.43415414× 10−21

C [66]→ −0.01727236
C [67]→ −4.39810389× 10−19

C [68]→ 0.00000262441394
C [69]→ −3.32277662
C [70]→ 0.089147303
C [71]→ −0.00113611256
C [72]→ 0.00000666737527
C [73]→ −13.9198885
C [74]→ 0.298700633
C [75]→ −0.00251738821
C [76]→ 0.0000097022788
C [77]→ −29.0556676
C [78]→ 0.532518025
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C [79]→ −0.00372139126
C [80]→ 0.000011768882
C [81]→ −61.0749352
C [82]→ 0.94835266
C [83]→ −0.00552154123
C [84]→ 0.000014366501
C [85]→ −100.749975
C [86]→ 1.39280793
C [87]→ −0.00718119496
C [88]→ 0.0000164322886
C [89]→ −191.665106
C [90]→ 2.27180949
C [91]→ −0.0100140337
C [92]→ 0.000019475505
C [93]→ −392.996489
C [94]→ 3.91162745
C [95]→ −0.0144660685
C [96]→ 0.0000235045322

3.2 Grafici trave rettilinea
Dopo aver determinato le costanti di integrazione e quindi ricostruite le soluzioni delle
equazioni di campo sono note tutti i campi di spostamenti, deformazione e tensione
della trave rettilinea.

3.2.1 Spostamenti di asta dell’impalcato

Si espone di seguito lo spostamento nella direzione tangenziale della trave in funzione
dell’ascissa cartesiana ”x”. Essa ha origine nel punto A.

Si può osservare benissimo che l’andamento dello spostamento è coerente con le
condizioni al contorno scritte, in particolare lo spostamento tangente all’asse della
trave in corrispondenza della cerniera in A è nullo e dal grafico questo è visibile. Poi
a partire da ∼= 100m varia linearmente lungo l’asse della trave e arriva con un valore
di 12 millimetri in corrispondenza dell’altro estremo della trave cioè nel punto I dove
è posto un carrello che quindi non blocca lo spostamento ”u”.

3.2.2 Spostamento verticale dell’impalcato

Si espone di seguito lo spostamento nella direzione normale alla trave in funzione
dell’ascissa cartesiana ”x”. Essa ha origine nel punto A.

Questo spostamento ci individua la cosiddetta "deflessione" della trave e coeren-
temente alle condizioni al contorno essa è nulla in corrispondenza della cerniera e del
carrello. Nella zona centrale si attesta anche un sollevamento della trave dell’ordine
di 15 cm che può essere accettabile essendo lunga 462 metri. Per quanto riguarda
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Figura 3.1: Spostamento di asta ”u”

Figura 3.2: Spostamento di trave ”v”

l’abbassamento verso il basso si attestano ∼= 60 cm di freccia e può essere plausibile
essendo l’impalcato soggetto a 540 kN/m.

3.2.3 Rotazione trave

La rotazione della trave è assunta, come rimarcato nella figura 2.7 positiva in senso
antiorario. Essa è funzione dell’ascissa cartesiana ”x” e ha origine nel punto A.

Come ci si aspettava il grafico è antisimmetrico!

3.2.4 Sforzo normale trave

Questa grandezza statica importante, come rimarcato nella figura 2.7 positiva quando
è di trazione. Essa è funzione dell’ascissa cartesiana ”x” e ha origine nel punto A.

Dalla figura 3.4 ha un andamento a gradino dovuto alla presenza delle bielle e ha
valori prossima a 60000 kN nella mezzeria della trave dove essa è tesa fortemente.
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Figura 3.3: Rotazione della trave ”ϕ”

Figura 3.4: Sforzo normale della trave ”N(x)”

In questa sezione è quindi necessario un elemento altamente resistente per rispondere
all’enorme sollecitazione. Questo andamento a "gradino" è tipico in tutte le strutture
in cui ci sono elementi che si innescano in un impalcato. Es gli stralli in un ponte a
ventaglio o ad arpa.

3.2.5 Taglio nella trave

Questa grandezza statica importante, come rimarcato nella figura 2.7 è positiva quan-
do genera una rotazione antioraria del concetto infinitesimo; è funzione dell’ascissa
cartesiana ”x” e ha origine nel punto A.

Dalla figura 3.5 è osservabile che ha un andamento tipico di una trave continua su
più appoggi dove qui sono rappresentati dalle bielle che con la loro componente nella
direzione normale fanno si che nel diagramma del taglio abbiamo un salto. Infatti
il salto avviene in corrispondenza dei punti dove le molle si innestano sull’impalcato.
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Figura 3.5: Taglio nella trave ”T (x)”

Quello più alto si verifica in corrispondenza del punto B e quindi del punto H poichè
la molla è più inclinata e da un maggior contributo al taglio.

3.2.6 Momento flettente trave

Questa grandezza statica importante, come rimarcato nella figura 2.7 è positiva quando
fende le fibre tese; è funzione dell’ascissa cartesiana ”x” e ha origine nel punto A.

Figura 3.6: Momento flettente ”M(x)”

La figura 3.6 mostra un risultato importante e cioè che il diagramma del momento
flettente è simmetrico come deve essere. In corrispondenza dei vincoli di estremità
esso è nullo. Assume dei valori molto elevati proprio in conseguenza della rigidezza
dell’impalcato. Inoltre si vede che le fibre tese cambiano andando da sinistra verso
mezzeria del ponte poichè si verifica un’inversione dei momenti. Vi è anche un tratto
in cui il momento flettente "non riscende" ma ci sono una serie di picchi corrispondenti
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ai punti dove ci sono le molle. Non meno importante è il fatto che il valore −600000
per la convenzione adoperata cioè che il momento è positivo se tende le fibre inferiori,
rappresenta un valore che va inteso positivo e la curvatura va considerata come si nota
dal grafico e cioè verso il basso.

3.3 Grafici arco a sesto ribassato
Anche per l’arco dopo aver determinato le costanti di integrazione e quindi ricostruite
le soluzioni delle equazioni di campo e quindi sono note tutti i campi di spostamenti,
deformazione e tensione dell’arco.

3.3.1 Spostamento tangente arco in forma parametrica

Queste grandezza come tutte quelle dell’arco sono funzioni dell’ascissa curvilinea ”s” in
cui ”s” inizia in corrispondenza della retta passante per in centro di rotazione dell’arco
C.

Figura 3.7: Andamento dello spostamento tangente in forma parametrica ”u(s)”

In rosso è rappresentato l’arco nella configurazione indeformata e quello in violetto
l’arco nella configurazione deformata dovuto allo spostamento in ogni punto tangente
all’asse dell’arco.

3.3.2 Spostamento normale arco in forma parametrica

E’ funzione dell’ascissa curvilinea ”s” in cui ”s” inizia in corrispondenza della retta
passante per in centro di rotazione dell’arco C.

E’ fondamentale fare un commento alla figura 3.8 poichè in corrispondenza della
sezione di chiave si ha un innalzamento dell’arco verso l’alto. Questo è dovuto a quanto
visto prima in figura 3.2 quindi questo comportamento giustifica la continuità tra i due
elementi collaboranti (trave e arco). Inoltre vi è un abbassamento in corrispondenza
delle sezioni di reni per la presenza delle molle di rigidezza variabile.

3.3.3 Rotazione arco in forma parametrica

E’ funzione dell’ascissa curvilinea ”s” in cui ”s” inizia in corrispondenza della retta
passante per in centro di rotazione dell’arco C.
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Figura 3.8: Andamento dello spostamento normale in forma parametrica ”v(s)”

Figura 3.9: Andamento della rotazione in forma parametrica ”ϕ(s)”

La figura 3.9 mostra ulteriormente la continuità presente tra la trave e l’arco in
quanto la rotazione dell’arco segue rigidamente la trave poichè gli andamenti delle
rotazioni sono gli stessi confrontando le figura 3.3 e la figura 3.9. Inoltre la rotazione
a sinistra e a destra della sezione di chiave è la stessa a prescindere dal segno.

3.3.4 Sforzo normale arco in forma parametrica

E’ funzione dell’ascissa curvilinea ”s” in cui ”s” inizia in corrispondenza della retta
passante per in centro di rotazione dell’arco C.

Figura 3.10: Andamento dello sforzo normale in forma parametrica ”N(s)”
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Il Diagramma dello sforzo normale è costante sull’arco questo significa che le molle
inducono uno stato di tensione assiale uguale in tutti i suoi punti.

3.3.5 Taglio arco in forma parametrica

Queste grandezza come tutte quelle dell’arco sono funzioni dell’ascissa curvilinea ”s” in
cui ”s” inizia in corrispondenza della retta passante per in centro di rotazione dell’arco
C.

Figura 3.11: Andamento del taglio in forma parametrica ”T (s)”

L’osservazione importante di 3.11 è che c’ è un salto del taglio in corrispondenza
delle molle. E’ un risultato importante che rappresenta l’azione dell’elemento ritto
funzionante da puntone sull’arco.

3.3.6 Momento flettente arco in forma parametrica

Queste grandezza come tutte quelle dell’arco sono funzioni dell’ascissa curvilinea ”s” in
cui ”s” inizia in corrispondenza della retta passante per in centro di rotazione dell’arco
C.

Figura 3.12: Andamento del momento flettente in forma parametrica ”M(s)”

Il diagramma in figura 3.12 individua come il momento flettente si inverte mano
a mano che ci si muove lungo l’arco; questo fa si che cambiano le zone tese presenti
nell’oggetto.
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3.3.7 Spostamenti totali arco in forma parametrica

Si riporta, per completezza l’andamento dei due spostamenti (tangente e ortogonale)
sull’arco in funzione dell’ascissa curvilinea ”s”.

Figura 3.13: Andamento degli spostamenti totali sull’arco in forma parametrica

Come già osservato più volte l’arco subisce un innalzamento nella sezione di chiave
e uno spanciamento nelle sezioni di reni.

3.4 Forze sulle aste
Per curiosità ed interesse si riportano le forze agenti sulle aste inclinate a cui si ricorda
sono state assegnate rigidezze assiali differenti secondo la 2.15:

feb = −54580.31kN (3.1a)
fec = −33453.04kN (3.1b)
fed = −20423.71kN (3.1c)
fee = −24796.87kN (3.1d)
fef = −20423.71kN (3.1e)
feg = −33453.04kN (3.1f)
feh = −54580.31kN (3.1g)

Come ci si aspettava, esse sono tutte negative e cioè sono forze di compressione.
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3.5 Spostamenti sulle aste
Si sono ricavate anche gli spostamenti sulle aste inclinate a cui si ricorda sono state
assegnate rigidezze assiali differenti secondo la 2.15:

δeb = (v1 [Lb] sin [θ1]− u1 [Lb] cos [θ1]− v9 [θ1R]) = −0.272m (3.2a)
δec = (v2 [Lc] sin [θ2]− u2 [Lc] cos [θ2]− v10 [θ2R]) = −0.055m (3.2b)
δed = (v3 [Ld] sin [θ3]− u3 [Ld] cos [θ3]− v11 [θ3R]) = −0.010m (3.2c)
δee = (v4 [Le]− v12 [θ4R]) = −0.003kN (3.2d)
δef = (v5 [Lf ] sin [π − θ5] + u5 [Lf ] cos [π − θ5]− v13 [θ5R]) = −0.010m (3.2e)
δeg = (v6 [Lg] sin [π − θ6] + u6 [Lg] cos [π − θ6]− v14 [θ6R]) = −0.055m (3.2f)
δeh = (v7 [Lh] sin [π − θ7] + u7 [Lh] cos [π − θ7]− v15 [θ7R]) = −0.272m (3.2g)

Da queste espressioni si nota che le aste sono tutte compresse poichè gli spostamenti
sono tutti negativi.

3.6 Conclusioni
Gli andamenti dei grafici verificano tutte le condizioni al contorno espresse in prece-
denza. Come si poteva prevedere, si sono ottenuti diagrammi di deformazioni e solle-
citazioni tipici di trave appoggiata-appoggiata e arco incastrato-incastrato soggetti a
carico uniformemente distribuito. La presenza della bielle provoca nei Momenti una
discontinuità e nei Tagli un salto dovuto alla reazione vincolare esplicitata dalla biella
stessa. La deformata dell’arco prevede un innalzamento in sezione di chiave e uno span-
ciamento in corrispondenza della sezione di reni. Per l’arco si verifica un considerevole
Sforzo Normale maggiore rispetto allo Sforzo di Taglio come da corretto comporta-
mento. Anche i momenti flettenti sono elevati dovuto alla rigidezza dell’impalcato da
ponte.
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